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En este trabajo de Fin de Master estudiamos el fenomeno de la sincronizacion en sistemas de
osciladores armonicos cuanticos acoplados en presencia de disipacion. Un primer estudio de dos os-
ciladores con diferentes frecuencias ense~na que, independientemente de la intensidad del acoplamien-
to, los osciladores no sincronizan en presencia de entornos independientes. La condicion que posi-
bilita la emergencia de sincronizacion espontanea es la presencia de un entorno comun. Asociada
a este fenomeno se encuentra una mayor robustez de las correlaciones cuanticas entre osciladores,
dependiendo de la relacion entre sus diferentes frecuencias naturales y el valor de la constante de
acoplamiento entre ellos. Extendiendo el analisis al caso mas complejo de N osciladores, determi-
namos las condiciones mas generales necesarias para la aparicion de este fenomeno a traves de la
relacion entre las tasas de disipacion de los automodos. Esta descripcion nos permite establecer
una correspondencia clara con la conservacion de las correlaciones, centrandonos en el analisis de la
dinamica del entrelazamiento y discord. El estudio del caso de tres osciladores nos permite identicar
la rica tipologia de comportamientos que pueden surgir y determinar la inuencia de las condiciones
de contorno (cadena abierta o cerrada). Demostramos ademas la existencia de regiones de parame-
tros (as como la manera de obtenerlas en cadenas genericas) donde el sistema no termaliza, dando
lugar a una conservacion asintotica de las correlaciones. En este contexto calculamos analticamente
el entrelazamiento entre osciladores resonantes en los extremos de la cadena abierta, obteniendo un
diagrama de fases para su existencia asintotica dependiendo de la temperatura y compresion del
estado inicial del sistema. Encontramos en este diagrama que el entrelazamiento se podra mantener
asintoticamente hasta altas temperaturas.
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Abstract:
In this Master Thesis work we study the phenomenon of synchronization in coupled quantum har-
monic oscillators systems in the presence of dissipation. A rst study of two oscillators with dierent
frequencies shows that independently on the coupling strength, the oscillators do not synchronize in
the presence of independent environments. The enabling condition for the emergence of spontaneous
synchronization is the presence of a common environment. Associated with this phenomenon there
are more robust quantum correlations between oscillators, depending on the relationship between
their natural frequencies and coupling strength. Extending the analysis to the more complex case
of N oscillators, we determine the general conditions for the emergence of this phenomenon through
the relationship among the eigenmodes rates of dissipation. This description makes it possible to
establish a clear correspondence with the preservation of the correlations, where we focus on the
analysis of entanglement dynamics and discord. The study of the case of three oscillators allows us
to identify a rich variety of properties and to determine the inuence of dierent boundary con-
ditions (open or closed chain). Furthermore we demonstrate the existence of parameters regions
(also showing how to get them in generic chains) where the system does not thermalize, giving rise
to an asymptotic conservation of correlations. In this context we analytically derive the entangle-
ment between resonant oscillators at the ends of the open chain, obtaining a phase diagram for its
asymptotic existence depending on the equilibrium temperature and squeezing of the initial state
of the system. We nd in this diagram that asymptotic entanglement can be maintained up to high
temperatures.
Keywords:
Synchronization, Discord, Entanglement, Decoherence, Common bath, Dissipation,
Harmonic chains, Open systems, Quantum information
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Aspectos cuanticos de la sincronizacion de osciladores armonicos acoplados en
presencia de disipacion
Gonzalo Manzano Paule dirigido por Roberta Zambrini
I. INTRODUCCION
El objetivo de este trabajo es el estudio del fenomeno
de la sincronizacion en un sistema cuantico as como la
identicacion de efectos no clasicos relacionados con este
fenomeno. En esta introduccion (Sec.I) deniremos la na-
turaleza de la sincronizacion, los indicadores necesarios
para caracterizar efectos puramente cuanticos, como el
entrelazamiento o el discord, y describiremos el caso de
dos osciladores armonicos, haciendo enfasis en los efectos
de la disipacion. En esta seccion se da una perspectiva ge-
neral de los resultados de la Ref.[1], la cual tambien forma
parte del presente trabajo de Fin de Master. En las si-
guientes secciones abordaremos el problema haciendo uso
de un formalismo general para cadenas de N osciladores
(Sec.II) y trataremos en detalle el caso de tres osciladores
(Sec.III), el cual nos permitira introducir otro elemento
en el analisis de cadenas, el papel de las condiciones de
contorno.
A. Sincronizacion clasica y cuantica
La sincronizacion es en general entendida como un
ajuste de ritmos entre objetos oscilantes debido a su
debil interaccion y ha sido observada en un amplio ran-
go de sistemas fsicos, qumicos y biologicos bajo una
gran variedad de circunstancias [2]. En algunos casos, la
sincronizacion es inducida por la presencia de un forza-
miento externo que actua como marcapasos guiando la
dinamica del sistema, fenomeno tambien conocido como
arrastre (\entrainment"). En otras ocasiones, aparece ex-
pontaneamente como un comportamiento colectivo con-
secuencia de la interaccion entre los elementos que lo con-
forman. Este ultimo caso es el mas relevante desde el
punto de vista de los sistemas complejos en tanto que
aparece como un fenomeno emergente que tiene lugar
a pesar de las diferencias naturales entre los elementos.
La sincronizacion colectiva, cuya descripcion mas sim-
ple puede ser realizada en terminos de osciladores auto-
sostenidos acoplados, se presenta en circuitos de rela-
jacion de osciladores, redes neuronales, celulas de marca-
pasos cardacos o luciernagas que lucen al unsono entre
otros [3]. Un ingrediente clave para la existencia de sin-
cronizacion colectiva es la presencia de disipacion, la cual
es responsable de colapsar las trayectorias del sistema en
un subespacio de menor dimension del espacio de fases.
En el mundo cuantico la sincronizacion se ha observa-
do y estudiado en el contexto del arrastre inducido por
un forzamiento externo en diferentes tipos de sistemas
[4{7]. Sin embargo la sincronizacion colectiva o mutua
tiene mayores dicultades para ser caracterizada debido
a que en general, en el caso de osciladores lineales, la
disipacion produce la muerte de las oscilaciones despues
de un cierto tiempo. Por otra parte, la extension al caso
cuantico de sistemas con osciladores de fase no-lineales
no permite un tratamiento analtico. Tanto en este tra-
bajo como en la Ref.[1], se dan los primeros pasos hacia
la comprension de la sincronizacion colectiva en el caso
de osciladores armonicos cuanticos en conexion con las
correlaciones asociadas a este fenomeno.
B. Correlaciones cuanticas
El entrelazamiento es una de las caractersticas exclusi-
vas de la mecanica cuantica y es el responsable de algunos
de sus aspectos mas anti-intuitivos. Corresponde a una
medida de las correlaciones cuanticas entre sistemas com-
puestos (no-separables) y ha sido ampliamente estudiado
no solo desde un punto de vista fundamental [8], sino por
ser una asombrosa fuente de recursos en tareas de infor-
macion y computacion cuanticas [9]. Su caracterizacion
ha sido extendida tambien a estados gaussianos a traves
de la denicion de medidas computables como la nega-
tividad logartmica [10, 11], que cuantica la negatividad
en el espectro de la matriz de densidad transpuesta par-
cial TA de un sistema bipartito A,B:
EN () = log jjTA jj ; jjjj = Tr
p
y (1)
es decir, cuan no fsico es un estado del sistema com-
puesto AB al implementar una inversion temporal en el
estado parcial de uno de los subsistemas.
Otros autores [12, 13], sin embargo, han considerado
la existencia de correlaciones cuanticas mas alla del en-
trelazamiento, presentes tambien en estados separables,
como es el caso del discord. El discord cuantico esta reci-
biendo un gran interes recientemente y su utilidad en ta-
reas de computacion cuantica ha sido reconocida [14, 15].
Su denicion viene dada a traves de la minimizacion ,
sobre todas las posibles medidas, de la diferencia entre
dos expresiones para la informacion mutua (clasicamente
equivalentes a traves de la regla de Bayes) al ser exten-
didas al caso cuantico [12], resultando:
() = mn
fig
[S(B)  S() + S(Ajfig)] (2)
con S la entropa de Von Neumann, S(Ajfig) la en-
tropa condicional, fjg sera un conjunto de proyectores
ortogonales y A(B) el operador densidad reducido del
subsistema A(B). Minimizar el discord correspondera a
2encontrar la medida que disturba en menor grado el esta-
do cuantico total y al mismo tiempo, nos permite extraer
la mayor informacion acerca de uno de los subsistemas.
El discord representa un indicador de las correlaciones
cuanticas entre estados mezcla e incluye el entrelazamien-
to (ambas cantidades coinciden para estados puros). Se
han obtenido expresiones analticas para su calculo en
sistemas bipartitos formados por qubits [16, 17] o esta-
dos gaussianos en sistemas de variable continua [18, 19],
como es el caso de osciladores armonicos disipativos.
C. Dos osciladores armonicos en presencia de
disipacion
El sistema mas sencillo para comenzar el estudio de
la sincronizacion y su eventual relacion con correlaciones
cuanticas es el formado por dos osciladores armonicos,
acoplados entre s y en presencia de disipacion. Este tipo
de sistema se puede implementar experimentalmente, co-
mo es el caso de las estructuras nanoelectromecanicas
(NEMS) y los dispositivos optomecanicos [20{24], as co-
mo las trampas de iones separadas, en las que se ha in-
vestigado recientemente su acoplamiento directo [25, 26].
El estudio de la sincronizacion para dos osciladores
acoplados es el objeto de la Ref.[1], cuyos resultados prin-
cipales se destacan en este apartado tras introducir al-
gunos de los conceptos previos mas relevantes. El Hamil-
toniano del sistema aislado en unidades naturales (h =
















2) + x1x2; (3)
donde se exige que el potencial sea atractivo mediante
la condicion jj < !1!2, de modo que los estados del
sistema sean ligados. Los efectos disipativos se modelan
en el contexto del formalismo de las ecuaciones maestras
para el movimiento browniano cuantico, ampliamente es-
tudiado en la literatura [27{31]. En general cada unidad
del sistema se acopla a un ba~no termico de osciladores
armonicos, hablandose de ba~nos separados (SB). Este
tipo de entorno se ha utilizado, por ejemplo, para mode-
lar modos del campo electromagnetico en cavidades opti-
cas [32]. Sin embargo en ocasiones la disipacion tiene lu-
gar solo en algunos grados de libertad no afectando a to-
do el espacio de Hilbert [33], como es el caso de un ba~no
comun (CB) para todas las partes del sistema. Este ulti-
mo ha sido estudiado para qubits [34, 35] y mas reciente-
mente en el caso de dos osciladores armonicos identicos
[36, 37].
La dinamica del sistema viene profundamente determi-
nada por el tipo de disipacion. Mientras que para ba~nos
separados el entrelazamiento entre osciladores desaparece
en un tiempo nito (muerte subita del entrelazamiento
[38]) aun decayendo la coherencia solo asintoticamente,
en el caso de ba~no comun puede persistir asintoticamente.
De hecho, existiran diferentes fases del entrelazamiento
dependiendo de la temperatura de equilibrio del ba~no y
la compresion (squeezing) del estado inicial [37]. Tal y
como se se~nala en estos trabajos, la condicion de reso-
nancia entre osciladores produce el acoplamiento de solo
uno de los automodos del sistema al ba~no termico, man-
teniendose el segundo fuera del alcance de la disipacion.
Esta condicion resulta determinante en la dinamica del
sistema, ya que la diversidad entre osciladores destruye el
entrelazamiento asintotico, a menos que no se compense
con diferentes acoplamientos al ba~no [39].
El objetivo de la Ref.[1] es identicar las condiciones
bajo las cuales se observa la emergencia de sincronizacion
entre dos osciladores, considerandose diferentes entornos
(ba~nos comun y separados) y rangos para las frecuencias
(no resonantes) y la intensidad de acoplamiento entre os-
ciladores. Debido a la forma cuadratica del Hamiltoniano
del sistema, los estados gaussianos preservan su caracter
durante la evolucion y as los primeros y segundos mo-
mentos de los operadores xi; pi, usados para hallar la
sincronizacion entre los osciladores, seran suciente para
caracterizar completamente el estado y la dinamica del
sistema.
1. Sincronizacion mutua en un transitorio
Nuestro analisis ense~na que en el caso de CB, par-
tiendo de un estado gaussiano arbitrario y al cabo de
un tiempo transitorio, la evolucion dinamica de los os-
ciladores queda sincronizada para un amplio rango de
desintonas (!2=!1) y acoplamientos entre los osciladores
(). El tiempo necesario para alcanzar la sincronizacion
sera menor para osciladores con frecuencias similares
y proporcionalmente mayor al considerar acoplamientos
mas debiles. Por el contrario, en el caso SB este fenomeno
no tiene lugar, independientemente de la relacion entre
las frecuencias y la intensidad del acoplamiento .
Este resultado se puede comprender a traves de la
evolucion temporal de los segundos momentos. De hecho,
calculando los diez autovalores, fig, de la matriz que
describe su evolucion (matriz dinamica), observamos las
profundas diferencias entre ambos casos. Debido a la disi-
pacion, las partes reales de estos autovalores seran nega-
tivas y mientras que para el caso de un CB existira una
gran diferencia entre ellas (en la region de parametros
donde existe sincronizacion), para SB no ocurre. Esta
separacion de escalas producira que, pasado un tiempo
transitorio, el automodo menos amortiguado domine la
dinamica y determine la frecuencia de todos los momen-
tos del sistema.
Una aproximacion analtica de las escalas temporales
se halla eliminando la parte oscilante de la ecuacion maes-
tra en la base de los automodos, como se detalla en la
Ref.[1]. Bajo esta aproximacion (de onda rotante) los
automodos evolucionan de manera independiente y las
tres diferentes partes reales de los (diez) autovalores fig,
coincidiran con los (dos) coecientes  ii de la ecuacion
maestra escrita en la base de los automodos, junto con su
promedio, salvo cambio de signo (Ver Sec.II C). Asimismo
3la frecuencia de sincronizacion vendra determinada por la
parte imaginaria (no nula) correspondiente al autovalor
con parte real ( ii) mas proxima a cero.
2. Robustez de las correlaciones frente a la disipacion
Establecidas las condiciones de sincronizacion, en
la Ref.[1] analizamos la dinamica de las correlaciones
cuanticas e informacion compartida por los osciladores
con el objetivo de identicar posibles conexiones con
el fenomeno de sincronizacion espontanea. Los resulta-
dos muestran que en las regiones donde se produce una
pronta sincronizacion (para CB), la perdida de corre-
laciones es notablemente mas lenta, alcanzandose un
\plateau" en la evolucion temporal tanto de la infor-
macion mutua como del discord. Sin embargo para SB
no sucede lo mismo, observandose un rapido decaimiento
de las correlaciones hacia las propias del estado termi-
co. Estos hechos se explican a traves de la menciona-
da separacion de escalas temporales, siendo el automodo
menos amortiguado el responsable de que se mantengan
las correlaciones robustas.
En denitiva, el ba~no termico comun juega un papel
fundamental en las propiedades dinamicas del sistema,
permitiendo la emergencia de sincronizacion y la robustez
de las correlaciones cuanticas entre osciladores. La identi-
cacion de este fenomeno para el caso de dos osciladores,
tiene un caracter sucientemente fundamental como para
esperar su ocurrencia tambien en sistemas mas complejos
como cadenas de osciladores.
II. CADENAS DE OSCILADORES ACOPLADOS
EN PRESENCIA DE DISIPACION
En el caso de dos osciladores, la presencia de un ba~no
comun produca la emergencia de sincronizacion para os-
ciladores diferentes (no resonantes) a traves de una disi-
pacion desigual de los dos automodos del sistema. Sin em-
bargo la generalizacion a cadenas no es inmediata debido
a la multiplicidad de automodos. En este contexto cabe
preguntarse en que condiciones hay sincronizacion para
una pareja de osciladores de la cadena en particular o
para todos simultaneamente. Asimismo, en el caso de dos
osciladores la existencia de un \plateau" en la dinamica
del discord y de la informacion mutua se debe a la presen-
cia de un automodo que disipa lentamente frente a otro
que se relaja en tiempos breves. La generalizacion a ca-
denas introduce la cuestion de si las correlaciones pueden
mantenerse robustas solo entre parejas de osciladores di-
rectamente acoplados (primeros vecinos) o tambien entre
osciladores no acoplados directamente, pero s a traves de
los otros osciladores de la cadena y el entorno.
Este apartado lo dedicaremos a deducir y desarrollar
las herramientas analticas necesarias en el caso general
de una cadena de osciladores armonicos disipativos.
A. El modelo general
Consideramos N osciladores con frecuencias diferentes
!i, asumiendo por simplicidad la misma constante de
acoplamiento, , entre todas las parejas de osciladores











i + xixi+1; (4)
considerandose aqu para cadena cerrada xN+1 = x1 y
para cadena abierta xN+1 = 0. Para el modelado del en-
torno disipativo utilizaremos tanto el caso de N ba~nos
termicos equivalentes conectados a cada oscilador por
separado (SB), como el de un unico ba~no comun acopla-
do al centro de masas de los osciladores (CB). Cada ba~no
termico consiste en una colecion de innitos osciladores





















donde el ndice  recorre los innitos modos de los ba~nos
y k recorre los N ba~nos en el caso SB. Para el caso CB
sera k = 1 ya que existira un unico ba~no termico. El
Hamiltoniano de interaccion sistema-ba~no para el caso













donde los Bk representan los operadores de los N ba~nos.
En el caso CB resulta que Bk = B 8k y el Hamiltoniano





Esta propiedad sera fundamental en el posterior desa-
rrollo del formalismo y dara lugar a profundas conse-
cuencias.
Los coecientes  son las constantes de acoplamien-
to para cada uno de los modos del entorno y se de-











), que mide la cantidad
de osciladores de una frecuencia dada que se acoplan al
sistema con una intensidad especca. En este trabajo
consideraremos un entorno Ohmico y un continuo de os-








que corresponde a una funcion triangular, donde  repre-
senta el acoplamiento con el ba~no y  es la maxima
frecuencia presente en el entorno (frecuencia de corte).
La escala temporal asociada a la respuesta del entorno
queda determinada por  1. En el presente trabajo se
considerara siempre un corto tiempo de respuesta con
 !i 8i 2 f1; :::; Ng.
4B. Ecuacion maestra en la base de los automodos
del sistema
Mediante el uso de un procedimiento estandar pode-
mos obtener la ecuacion maestra tanto para CB como
para SB, a segundo orden de expansion en el acoplamien-
to ba~no-sistema con las aproximaciones de Born y Marko-
vianas usuales [29]. En particular, el analisis en el caso
de dos osciladores [39] nos ense~na que el uso de la base
de los automodos del sistema facilitara la descripcion e
interpretacion de la dinamica y del acoplamiento entre
sistema y ba~no.
Los automodos de HS obtenidos aplicando una trans-
formacion canonica a los operadores de posicion y mo-








siendo f la matriz de cambio de base. Llamaremos
asimismo 
i a la autofrecuencia correspondiente al modo
i 2 f1; :::; Ng. Mientras que el Hamiltoniano del sis-
tema aislado (4) queda diagonalizado, el termino de in-
teraccion se ve modicado mediante el cambio de coorde-

















k=1 fjk y en adelante recibiran el nom-
bre de acoplamientos efectivos. En este caso (CB), cada
automodo j estara acoplado al ba~no mediante un solo
peso j , que resulta ser la suma de las componentes del
autovector j-esimo correspondiente. En la Fig.1 se pueden
observar esquematicamente las dos situaciones SB y CB.
Naturalmente la evolucion temporal de los automodos no
sera independiente, en tanto que los automodos seguiran
estando acoplados entre s a traves de los ba~nos termicos.
La evolucion de la matriz densidad del sistema tanto
para CB como para SB que se obtiene sera:
d(t)
dt




i ij [Qi; fPj ; (t)g] +
+ Dij [Qi; [Qj ; (t)]]  Fij [Qi; [Pj ; (t)]] (12)
donde los coecientes  ij seran los responsables de la
relajacion del sistema, mientras que los Dij y Fij (coe-
cientes de difusion y difusion anomala respectivamente)
determinaran las propiedades del estado asintotico [37].
... ...
Figura 1. Esquema del acoplamiento del sistema para a) SB
y b) CB. A la izquierda se muestra el sistema de osciladores
antes del cambio xi; pi ! Qi; Pi y a la derecha el sistema
equivalente en la base de los automodos. Mientras que en
el caso de SB cada automodo esta acoplado a los N ba~nos
(B0j =
PN
k=1 fjkBk), en el caso de CB cada automodo se



































k;; T ) + I (
k;; T )) (15)
donde tendremos que debido a las distintas expresiones
del termino de interacion sistema-ba~no, para SB: ijk =
fikfjk mientras que para CB: ijk = ijjk. Por otra
parte hemos denido I(











2T ), siendo V.P. el valor principal de
Cauchy y recordamos que 
k son las autofrecuencias de
HS .
Comparando las expresiones para los dos tipos de en-
torno considerados (con sus respectivos ijk), observamos
que a diferencia del caso SB, en el caso CB los coe-
cientes se pueden escribir de manera factorizable. Se se-
paran as los efectos producidos por la topologa y carac-
tersticas del sistema aislado (recogidos en los i), de los
producidos por las propiedades del ba~no termico, como el
tiempo de memoria del entorno () y la temperatura de
equilibrio (T ). En concreto notese que para este caso los
coecientes responsables de la relajacion se simplican a:
 ij =  ij (16)
para la densidad de estados triangular considerada
(Eq.(8)) ya que 
k   8k 2 f1; ::; Ng.
5A partir de la ecuacion maestra obtenemos las ecua-
ciones para la evolucion temporal de los segundos mo-
mentos, las cuales se pueden escribir de una forma com-
pacta mediante:
_R =MR+N: (17)
donde el vector R contiene los m = 2N2 + N segundos
momentos de los automodos, la matriz M condensa la
informacion sobre la dinamica del sistema y el vector N
determina los valores estacionarios de los segundos mo-
mentos a tiempos innitos, cuando el sistema alcanza el
estado de equilibrio (dado por _R = 0).
C. Aproximacion de onda rotante y tasas de
relajacion efectivas
Con el n de facilitar el analisis de la dinamica e iden-
ticar las escalas temporales de relajacion del sistema,
eliminaremos todos los terminos oscilantes de la ecuacion
maestra en imagen de interaccion con respecto a H0 =
HS+HB . La aproximacion (de onda rotante) sera valida
cuando las autofrecuencias 
i 6= 
j 8i 6= j 2 f1; ::; Ng
y ademas tendremos que exigir que   !i.
Tras la operacion, volviendo a la imagen de
Schrodinger, la ecuacion maestra (12) se convertira en:
d(t)
dt
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donde los automodos quedan completamente desacopla-
dos, estando sujetos a canales independientes de disi-
pacion. Los autovalores complejos de la matriz dinamica
M, en esta aproximacion de onda rotante, se pueden cal-
cular analticamente:





donde i  j 2 f1:::Ng y k 2 f1:::mg siendo m el numero
de segundos momentos y la tilde nos recuerda que se tra-
ta de los autovalores aproximados. En efecto la parte real
de los autovalores viene dada por los coecientes  ii de la
ecuacion maestra (13), a los que en adelante llamaremos
coecientes de relajacion efectivos. Estos determinaran
una escala temporal para la cual los segundos momen-
tos de Qi; Pi se relajan, mientras que las partes imagi-
narias determinaran la frecuencia de las oscilaciones. La
aproximacion efectuada reproduce muy bien los auto-
valores exactos tal y como se muestra en la Fig.2, con
una precision del 0;1% en el caso de N = 2.
Figura 2. Comparativa de las tres diferentes partes reales de
los autovalores de la matriz dinamica en aproximacion de onda
rotante ffkg (puntos) y los exactos fkg (lnea continua) en el
caso de CB, para !2=!1 = 1;31. Los parametros ba~no termico
utilizados en la simulacion han sido T = 10 !1 y  = 0;01 !
2
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D. Metodos para el analisis dinamico
Los resultados obtenidos nos permiten relacionar el
comportamiento del sistema frente a la disipacion di-
rectamente con la forma de los autovectores de HS . En
particular el caso CB es especialmente interesante dado
que la dependencia de los coecientes de relajacion efec-
tivos ( ii) con la matriz de cambio de base f aparece
factorizada a traves de los coecientes de acoplamiento
i. De hecho utilizando la ecuacion (13) tendremos que
el cociente entre dos coecientes de relajacion efectivos

















donde la ultima igualdad se cumple para la densidad
de estados considerada (siguiendo la Eq.(16)). De este
modo al comparar los acoplamientos 2i para distintas
regiones de parametros obtendremos una medida de la
separacion de escalas de disipacion. Cabe mencionar que
los promedios de los coecientes de relajacion efectivos
no jugaran un papel signicativo a estos efectos. La ex-
istencia de diferentes escalas temporales para la rela-
jacion de los automodos sera la responsable de producir
la emergencia de sincronizacion entre osciladores, la con-
servacion asintotica del entrelazamiento o la existencia
de un \plateau" en la dinamica del discord.
Para efectuar el analisis cuantitativo de la sin-
cronizacion entre parejas de osciladores se utilizara el
siguiente indicador tpico denido para dos funciones
genericas f(t) y g(t), que aplicaremos posteriormente a














Cuando las evoluciones esten sincronizadas obtendremos
jCj  1 ya sea en fase o antifase (C > 0 o C < 0),
mientras que para dinamicas muy diferentes obtendremos
un valor de C proximo a cero.
6III. TRES OSCILADORES ARMONICOS
DISIPANDO EN UN ENTORNO COMUN
A continuacion presentamos los resultados del analisis
de una cadena de tres osciladores acoplados en presen-
cia de disipacion. Nos centraremos en el caso de ba~no
comun (CB) y consideraremos los dos tipos de con-
guraciones posibles para la cadena: abierta (Sec.IIIA) y
cerrada (Sec.III B).
A. Conguracion en cadena abierta
Particularizando la ecuacion (4) para una cadena
abierta de N = 3 osciladores, obtenemos el Hamiltonia-
no del sistema, donde ahora la condicion de potencial
atractivo sera:





La diagonalizacion de HS no sera posible en general de
una manera analtica, sin embargo existen dos condi-
ciones especiales o ligaduras que permiten su resolucion:
la resonancia entre los osciladores de los extremos de la
cadena, i.e.
!1 = !3 (23)
o al cumplirse la relacion hiperbolica
2 = (!21   !22)(!23   !22) (24)
En ambos casos se anulara uno de los (tres) coecientes
de acoplamiento i quedando uno de los automodos des-
acoplado del ba~no en HI (Eq.(11)) y, en consecuencia, no
sujeto a disipacion.
Un analisis numerico de la relacion entre los
acoplamientos efectivos mas proximos a cero (Eq.(20))
para un amplio rango de parametros se muestra en la
Fig.3. Aqu se identican las regiones en las que existe
una separacion de escalas de disipacion (zonas blancas),
donde uno de los automodos se relajara mucho mas lenta-
mente que el resto y dominara la dinamica pasado un
tiempo transitorio. Las zonas azules, por el contrario, in-
dican la inuencia similar de al menos dos de los auto-
modos (los que mas lentamente relajan). Las lneas de
puntos y rayas corresponden a los casos donde existe un
automodo que no disipa (i = 0) (Eqs.(23) y (24)).
Al incrementar el acoplamiento entre osciladores (-
jado en  = 0;4 !22 para la Fig.3) obtendremos una re-
gion de parametros mas amplia donde existira separacion
de escalas alrededor de las ligaduras (lneas de puntos),
mientras que esta se reducira al considerar acoplamientos
mas debiles.
1. Sincronizacion colectiva
Vamos ahora a analizar la sincronizacion de los se-
gundos momentos entre parejas de osciladores utilizan-
do como condicion incial (separable) el producto de
Figura 3. Cociente entre el cuadrado de los dos coecientes de
acoplamiento (i) mas proximos a cero para un acoplamiento
entre osciladores de  = 0;4!22 . Las zonas blancas revelan una
separacion de escalas, donde un automodo disipara mucho
mas lentamente que el resto. Las lneas discontinuas repre-
sentan la hiperbola (24) y la recta (!1 = !3). En ambos casos
especiales obtendremos un desacople total entre un automo-
do y el ba~no termico. La condicion (22) se verica en todo el
rango de parametros considerado.
tres estados gaussianos con compresion r = 2; 3 y 4
respectivamente. La calidad de la sincronizacion a lo
largo de la evolucion dinamica vendra dada por la fun-
cion C(t;t) de la ecuacion (21) y se representa en la
Fig.4 para un tiempo t = mnftMax;  1ming con tMax '
5000 ! 12 (tiempo alcanzado en las simulaciones numeri-
cas de la evolucion del sistema). Realizando esta elec-
cion nos aseguramos de que para cada tupla de paramet-
ros (; !1; !2; !3) el sistema no haya alcanzado el es-
tado termico y las oscilaciones sean aun signicativas.
Utilizaremos tambien el mismo rango de frecuencias y
acoplamiento entre osciladores que en la Fig.3.
Figura 4. Valor absoluto de la sincronizacion jChx2i i;hx2j ij entre
las varianzas en las posiciones para (a) la pareja de osciladores
externos y (b) una de las otras dos parejas. Las zonas blancas
representan una alta calidad en la sincronizacion antes de una
eventual termalizacion del sistema. Para el calculo numerico
se ha utilizado t = 15 ! 12 (Eq.(21)) y los parametros del
ba~no seran en todas las simulaciones  = 0;07 !22 ,  = 50 !2
y T = 10 !2.
Notemos que en general las zonas donde emerge sin-
cronizacion coinciden con la existencia de una separacion
7de escalas entre los acoplamientos efectivos (zonas blan-
cas Fig.4 y Fig.3), mientras que en las zonas donde
al menos dos i tienen valores similares (zonas azules
Fig.3) no emerge sincronizacion (zonas rojas Fig.4). Por
otra parte, comparando las Figs. 4a y 4b vemos que
en una amplia region vecina a la hiperbola (24), la sin-
cronizacion ocurre para todas las parejas de osciladores
(sincronizacion colectiva), mientras que alrededor de la
diagonal (23) la pareja de osciladores externos (Fig.4a)
sincroniza aisladamente.
Las condiciones necesarias y sucientes para la sin-
cronizacion de cada pareja seran tanto la existencia de
una separacion de escalas en los acoplamientos efectivos
i, como la dependencia de los segundos momentos de
xi; pi del automodo \lento" (para ambos osciladores de
la pareja). Formalmente si alguna componente de la ma-
triz de cambio de base fij se anula, entonces el os-
cilador (j) no dependera del automodo (i). As, en las
regiones donde existe sincronizacion colectiva, sucede que
fij 6= 0 8i; j 2 f1; :::; Ng y despues de un tiempo transi-
torio, el automodo que mas lentamente disipa marcara la
frecuencia de sincronizacion de todas las parejas (Fig.5a).
Sin embargo en las proximidades de la diagonal (23) ten-
dremos que f22 ' 0, por lo que el automodo que disipa
mas lentamente (Q2) no inuira en la evolucion de los
segundos momentos de x2; p2 (oscilador central), provo-
cando que las dos parejas que contienen dicho oscilador
no sincronicen (Fig.5b).
Un punto especial es aquel en el que se obtienen dos
coecientes de acoplamiento identicamente nulos, esto es,
el punto donde se cumplen simultaneamente las Eqs.(23)
y (24). En este caso existiran dos automodos desaco-




!2 +  y 
2 = ! respectivamente) que estaran
presentes durante toda la dinamica imposibilitando la
sincronizacion (Fig.5c).
La caracterizacion de la sincronizacion realizada se re-
ere, en general, a un tiempo transitorio antes de que el
sistema alcance el estado de equilibrio termico, donde
la escala temporal asociada a la relajacion de las os-
cilaciones vendra dada por   1min. Sin embargo la escala
de tiempos asociada a la emergencia de sincronizacion
esta determinada por el segundo coeciente de relajacion
efectivo mas proximo a cero,   1sig. Por tanto, cuando
exista separacion de escalas, obtendremos un perodo de
tiempo amplio en el cual el sistema permanece activo y
sincronizado. La frecuencia de sincronizacion en los casos
en los que se alcanza, vendra dada de manera aproxima-
da por dos veces la autofrecuencia del automodo que mas
lentamente disipa (2
i), como se deduce de la Eq.(19).
Sobre los casos especiales (23) y (24), al existir un auto-
modo que no termaliza, las oscilaciones se mantendran
sincronizadas a tiempos arbitrariamente grandes con una
amplitud nita. Cabe destacar que en el caso en que se
cumple la condicion (24) la sincronizacion emerge entre
objetos distintos (los osciladores poseen diferentes fre-
cuencias naturales) de manera no trivial y para todas las
parejas, es decir, de manera colectiva.
Figura 5. Evolucion temporal de la sincronizacion Chx2i i;hx2j i
de cada pareja (mirar colores) para los casos: (a) proximo
a la hiperbola (24) donde sincronizan todas las parejas de
osciladores (!1 = 1;1 !2 y !3 = 1;6 !2), (b) proximo a la
diagonal donde unicamente sincronizan los osciladores exter-
nos (!1 = 1;8 !2 y !3 = 1;81 !2) y (c) punto de cruce entre
la hiperbola y la diagonal (!1 = !3 =
p
1;4 !2) donde dos
automodos no disipan. Analogamente a la gura anterior se
ha utilizado t = 15! 12 y  = 0;4!
2
2 .
2. Conservacion de las correlaciones cuanticas
A continuacion nos centraremos en los aspectos rela-
cionados con la informacion cuantica compartida entre
las parejas de osciladores, conectando con el fenomeno
de la sincronizacion. Consideraremos tanto las correla-
ciones totales compartidas por parejas de osciladores co-
mo las correlaciones puramente cuanticas, a traves del
discord. Utilizaremos para ello la medida aplicada a sis-
temas bipartitos de variable continua en estados gaussia-
nos [18, 19] funcion de la matriz de covarianza VAB , que
contiene los 10 segundos momentos de los operadores







donde ; ;  son bloques (2x2), conteniendo el primero
los segundos momentos del oscilador (subsistema) A, el
segundo los correspondientes al oscilador (subsistema) B
8y el ultimo los terminos mixtos de ambos subsistemas.
De acuerdo con los resultados del caso de dos os-
ciladores (Ref.[1]), tambien en este caso pasado un corto
tiempo transitorio, se obtiene un \plateau" en las dinami-
cas de la informacion mutua y discord solo en las regiones
de parametros en las que emerge sincronizacion para cada
pareja (ver Fig.6a y Fig.6b). En estas zonas donde existe
separacion de escalas, la perdida de correlacion entre los
osciladores sera notablemente mas lenta, obteniendose un
amplio intervalo temporal en donde las correlaciones se
mantienen robustas antes de alcanzar las propias del es-
tado termico.
Figura 6. Evolucion del discord  para las distintas pare-
jas (lneas grises) y ltradas las oscilaciones mediante un
ltro gaussiano (lneas intensas) para (a) mismo caso que
la Fig.5a donde sincronizan todas las parejas de osciladores
(!1 = 1;1 !2 y !3 = 1;6 !2) (b) zona donde no existe sin-
cronizacion para ninguna pareja (!1 = 1;9 !2 y !3 = 1;6 !2).
En efecto, la conservacion del discord dependera di-
rectamente del valor de los acoplamientos efectivos,
obteniendose un decaimiento mas lento cuanto mas proxi-
mo a cero sea alguno de ellos. De hecho, cuando sean uno
o mas i nulos (condiciones (23) y/o (24)), obtendremos
una conservacion asintotica no solo del discord, sino tam-
bien del entrelazamiento, tal y como sucede en el caso
resonante de dos osciladores [37, 39], es decir, existiran
subespacios libres de decoherencia. Sin embargo cuando
se verica (23) solo se conservan las correlaciones de la
pareja resonante (ya que f22 = 0), mientras que sobre
la hiperbola (24) se conservaran las de todas las parejas
(as como en el punto de cruce entre ambas condiciones).
3. Entrelazamiento asintotico para osciladores externos
resonantes
El calculo del entrelazamiento en el lmite asintotico
del caso de osciladores externos resonantes (!1 = !3  !)
se puede realizar analticamente utilizando la negatividad
logartmica para estados gaussianos:
EN = maxf0;  log  g (26)
donde   es el mnimo autovalor simplectico de la matriz






(a+ b  2g  
p
(a+ b  2g)2   4s) (27)
siendo a = 4det(), b = 4det() , g = 4det() y s =
16detV .
Expresaremos los elememos de los bloques ;  y 
de la matriz de covarianza Eq.(25) en funcion de los se-
gundos momentos de los automodos a traves del cambio
de base (9). Los automodos acoplados al ba~no termico
alcanzaran a tiempos sucientemente largos un estado
estacionario reejado en la ecuacion (17), mientras que
el automodo Q2 no disipara (2 = 0) y tendra por tanto




(e2r sin2(!t) + e 2r cos2(!t))
hP 22 i(t) =
!
2
(e 2r sin2(!t) + e2r cos2(!t))
hfQ2; P2gi
2
(t) = sinh(2r) cos(!t) sin(!t) (28)
donde hemos usado que 
2 = ! y por simplicidad se
considera el mismo factor de compresion r para el estado
inicial (separable) de los osciladores. Efectuando el cam-
bio de base y calculando los determinantes pertinentes,
llegamos nalmente a la expresion:
2 
2
= g0 + g1(t) 
q
(g0 + g1(t))2   4(ab   2g) (29)
donde las funciones g0 y g1(t) seran:
g0 = cosh(2r)(a + b)
g1(t) = sinh(2r)[(a   b) cos(2!t)  2g sin(2!t)] (30)
y los coecientes a;b;g se denen a traves de los valores












[C21 hfQ1; P1gi1 + C23 hfQ3; P3gi1 +
+ C1C3(hfQ1; P3g+ fQ3; P1gi1)] (31)
siendo C1, C2 y C3 constantes de normalizacion








(!22   !2 +)2 + 82
 =
q
(!2   !22)2 + 82 (32)
9Los valores asintoticos de los segundos momentos de
los automodos acoplados al ba~no pueden ser calculados,
en primera aproximacion, a partir del estado de equilibrio

























siendo todos los demas segundos momentos nulos. En este
caso g = 0, eliminandose uno de los terminos de la ex-
presion de g1(t).
El calculo realizado reproduce los resultados de las
simulaciones numericas con buena exactitud en el lmite
asintotico para toda la region de parametros explorada
(se muestra un caso particular en la Fig.7). Notese que
este calculo no sera valido en el punto donde la diagonal
(23) corta con la hiperbola (24) dado que existira otro
automodo libre de disipacion que aportara terminos ex-
tra a la expresion del entrelazamiento hallada.
Figura 7. Negatividad logaritmica entre los osciladores ex-
ternos de la cadena calculada mediante simulacion numerica
(lnea continua) y analticamente (lnea de rayas) a tiempos
largos para ! = 1;8 !2 y  = 0;4 !2. La temperatura de
equilibrio del ba~no termico es T = 10 !2 y la compresion del
estado inicial separable r = 2 para todos los osciladores.
Haciendo uso de las expresiones analticas calculadas,
seremos capaces ahora de construir un diagrama de fases
para el entrelazamiento (Fig.8), donde se distinguen los
comportamientos de muerte subita (SD), muerte subita
seguida de reavivaciones (SDR) y conservacion asintotica
(NSD). En el diagrama se observa la robustez del entre-
lazamiento generado frente a la temperatura de equilibrio
del ba~no y la compresion del estado inicial, existiendo re-
giones donde se mantiene el entrelazamiento en su fase
NSD para altas temperaturas (T  100 !2). El com-
portamiento es cualitativamente similar al caso de dos
osciladores con frecuencias resonantes [37].
B. Conguracion en cadena cerrada
Cambiar la conguracion de las condiciones de con-
torno de la cadena supone un cambio en la simetra del
sistema que afectara notablemente a su comportamiento
y propiedades. El Hamiltoniano del sistema correspon-
dera a la expresion (4) para N = 3 y x4  x1, donde la
Figura 8. Diagrama de fases para el entrelazamiento entre
los osciladores externos para (!1 = !3 =)! = 1;8 !2 y  =
0;4 !22 calculado mediante la expresion analtica dada para
la negatividad logartmica EN . Los colores representan las
diferentes fases SD (blanco), SDR (rojo) y NSD (naranja). Los
efectos de la temperatura se pueden evitar considerando una
cantidad de compresion mas alta en el estado inicial separable.
condicion de potencial atractivo se convertira en:
23   2(!21 + !22 + !23) + !21 !22 !23 > 0 (34)
Analogamente al caso abierto, una diagonalizacion
analtica del Hamiltoniano resultara posible en casos es-
peciales a traves de ciertas relaciones entre parametros.
En este caso tendremos las tres condiciones equivalentes:
!1 = !2 o !2 = !3 o !1 = !3 (35)
donde para cada uno de los tres casos obtendremos
un automodo no acoplado al ba~no al ba~no termico.
Comparando los coecientes de acoplamiento obten-
dremos una panoramica distinta al caso de la cadena
cerrada (Fig.9) en la que las regiones donde existe sepa-
racion de escalas (zonas blancas) se ajustan ahora a las
nuevas condiciones (35).
Figura 9. Cociente entre el cuadrado de los dos coecientes
de acoplamiento mas proximos a cero (2min=
2
sig) para un
acoplamiento de  = 0;4 !22 . Las lneas de puntos representan
los casos resonantes en los osciladores de los extremos (diago-
nal) y entre las otras dos parejas (eje de abcisas y ordenadas).
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Analizando la forma de los autovectores de HS para
los casos particulares (35) obtenemos que su forma es
equivalente al caso resonante en los osciladores de los
extremos del caso abierto (Eq.(23)), donde se obtena
uno de los elementos de la matriz de cambio de base
nulo (f22 = 0). Por ello en estos casos los operadores
de uno de los osciladores (el no resonante) no dependen
del automodo libre de disipacion, haciendo que las pare-
jas no resonantes nunca sincronicen y sus correlaciones
cuanticas tampoco se vean conservadas asintoticamente,
al contrario que las de la pareja s resonante, como se
puede observar en la Fig.10.
Figura 10. Evolucion del discord para el caso en el que dos de
los osciladores tienen frecuencias resonantes. Unicamente la
pareja resonante mantiene sus correlaciones asintoticamente.
Los parametros utilizados son  = 0;4 !22 , !1 = !2 y !3 =
1;8 !2.
No obstante al alejarnos de los casos (35), pero man-
teniendonos en las zonas donde existe separacion de
escalas (zonas blancas Fig.9), tendremos que fij 6=
0 8i; j 2 f1; :::; Ng. Consecuentemente se tiene que to-
das las parejas sincronizaran y el discord de todas alcan-
zara un \plateau" como en el caso de la cadena abierta.
Al aumentar  obtendremos zonas de separacion de es-
calas mas amplias, dando cabida a regiones donde emerge
la sincronizacion entre todas las parejas.
Por ultimo comentaremos brevemente el punto (!1 =
!2 = !3) donde se haran nulos dos acoplamientos efec-
tivos, a la par que se tendra una degeneracion en las auto-
frecuencias de los dos automodos no disipantes (
1;2 =p
!2   ). Por tanto, a diferencia del punto de cruce en-
tre las Eqs.(23) y (24) de la cadena abierta, en este caso
s existira sincronizacion de todas las parejas.
IV. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS DE
FUTURO
En este trabajo hemos estudiado los aspectos cuanti-
cos de la sincronizacion en osciladores armonicos disipa-
tivos acoplados. El estudio de dos osciladores, presentado
en mas detalle en la Ref.[1], nos ha servido para identi-
car las condiciones necesarias para la emergencia de sin-
cronizacion relacionando la aparicion de este fenomeno
con las diferentes tasas de disipacion presentes en el sis-
tema debido a la interaccion con un ba~no termico comun.
Estos resultados han sido la base para la extension del
estudio a cadenas de tres osciladores, cuya mayor com-
plejidad da lugar a distintas propiedades dinamicas en-
tre diferentes parejas de osciladores o comportamientos
colectivos y permite analizar los efectos de las condiciones
de contorno (cadenas abiertas o cerradas).
El analisis de la transicion cuantico-clasica del sistema
a traves de la dinamica del discord, nos ha permitido rela-
cionar la existencia de sincronizacion con la conservacion
de correlaciones en el sistema. Esta robustez frente a la
decoherencia debida a la disipacion se presenta en gene-
ral como un decaimiento muy lento de las correlaciones
cuanticas, siendo en algunos casos tambien posible al-
canzar un estado estacionario diferente del termico en el
que se preservan y las oscilaciones se mantienen activas
y sincronizadas. En este contexto hemos dado una expre-
sion analtica del entrelazamiento (negatividad logartmi-
ca) en el lmite asintotico para frecuencias resonantes en
los osciladores de los extremos de la cadena, obtenien-
do un diagrama de fases donde se observa que el entre-
lazamiento permanece robusto para altas temperaturas
(T  100!2) dependiendo de la compresion del estado
inicial.
El estudio formal de la dinamica y las propiedades del
sistema se ha realizado mediante la generalizacion de la
ecuacion maestra de dos osciladores para el caso de ca-
denas abiertas y cerradas de N osciladores, en funcion de
los automodos del sistema aislado. Mediante la aproxi-
macion de onda rotante efectuada, hemos identicado
tasas de relajacion efectivas para cada uno de los automo-
dos (escalas de tiempo asociadas a la disipacion de cada
automodo) relacionandolas directamente con las compo-
nentes de la matriz de cambio de base f tanto para SB
como CB. En este ultimo caso esta dependencia recae
en los acoplamientos efectivos, siendo buenos indicadores
de la separacion de escalas de disipacion en virtud de la
forma del Hamiltoniano de interaccion sistema-ba~no.
La sincronizacion entre osciladores emerge unicamente
cuando existe una separacion de escalas entre la mnima
y la siguiente tasa de relajacion efectiva, es decir, cuando
alguno de los automodos es capaz de permanecer acti-
vo un tiempo mas largo que el resto. Esto producira que
todos los osciladores (si fij 6= 0 8i; j 2 f1; :::; Ng) o
determinadas parejas (en otro caso), adquieran la mis-
ma frecuencia (2
i). La separacion de escalas tambien
provoca que las correlaciones asociadas al automodo que
mayor tiempo sobrevive activo (sin termalizar) alcancen
un \plateau\ decayendo lentamente.
Los metodos y herramientas desarrollados nos per-
miten extender el analisis efectuado en el caso de tres os-
ciladores a sistemas compuestos por un numero arbitrario
de ellos. Resultara notablemente interesante la gene-
ralizacion de las relaciones entre parametros que provo-
can la anulacion de alguno de los acoplamientos efec-
tivos (i = 0), especialmente en el caso de la relacion
hiperbolica (32) de la cadena abierta, que produce una
sincronizacion colectiva y la conservacion de correlaciones
para todas las parejas de osciladores.
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